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ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЦ, ВЗВЕШЕННЫХ В ТУРБУЛЕНТНОМ ПОТОКЕ 

В данной работе будет рассматриваться вопрос о движении твердых 
частиц относительно турбулентного газа , в котором они взвешены. Однако 
полученные результаты могут быть также применены к движению твердых 
частиц, недеформированных капель и пузырьков в жидкости, а также мел­
ких капель в потоке турбулентного газа . Дальнейшее рассмотрение будет 
касаться только случая, когда удельный объем, занимаемый частицами у, 
мал по сравнению с единицей. 

Мы будем при этом предполагать, что влиянием частиц на движение 
газа можно пренебречь. Градицы применимости данного допущения будут 
подробно рассмотрены в следующей статье. Турбулентный поток буде|т 
предполагаться локально однородным, изотропным и стационарным, а раз ­
мер взвешенных частиц R настолько меньшим внутреннего масштаба тур­
булентности Z, чтобы числа Рейнольдса относительного движения частиц 
и газа были малы по сравнению с единицей. Уравнение движения частиц, 
удовлетворяющих этому условию, было написано Ченом, а затем уточнено 
Коренным и Ламли (*). Это уравнение связывает скорость движения ча­
стицы в газе W{ со скоростью движения газа окружающего частицу. 
Оно является, вообще говоря, нелинейным уравнением с частными произ­
водными. Однако это уравнение переходит в линейное интегрондифферен-
циальное, в котором единственной независимой переменной является толь­
ко время, если выполняются неравенства: 

v дх ^ ' v дх I дх* ^ 

где v — кинематическая вязкость газа . 
Пусть U% и соя — скорости и частоты пульсаций, размер которых поряд­

ка К. Учитывая, что скорость частиц близка к UL —- скорости самых круп­
ных пульсаций газа, имеющих масштаб L порядка размеров системы, оце­
ним члены, входящие в неравенства: 

w a n l ^ ^ w u , ,и и^г 
v дх I дх* v X I X2 v ^ v L ь 9 

v дх v X v Й ^ v I 2 /2 \ 1 • 

Таким образом, из приведенных в ы ш е оценок следует, что при условии 
R < I уравнение установившегося относительного движения частиц имеет 
вид 

2 _ ( . _ . , ^ - f r , - / a j $ ^ i _ + , 1 . , 1 , 
—оо 

В формуле (1) использованы следующие обозначения: V\ = W\ — Ui 
скорость движения частицы относительного газа ; а = Зро/ (2р + р 0 ) , где 
Ро — плотность газа, р — плотность частиц; gi — ускорение свободного па­
дения; р = kiav IR2 — характерная частота, определяющая движение ча­
стиц в т а з е и обратная времени, необходимому для того, чтобы обтекающий 
частицу газ мог вывести ее из состояния покоя. Величина ki, как и встре­
чающиеся в дальнейшем величины кг, & з , . . . ч и с л е н н ы е постоянные по-
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рядка единицы. В силу линейности уравнения (1) скорость V{ есть супер­
позиция двух независимых величин: скорости, обязанной наличию поля 
тяжести, и скорости, связанной с движением газа . Поскольку в данной 
работе нас будет интересовать движение частицы, обусловленное движе­
нием газа, то величину gi в уравнении (1) можно опустить. Однако из-за 
того, что это уравнение линейно, полученные результаты все ж е будут 
справедливы и при наличии поля тяжести. В нашем предположении R < I 
уравнение (1) допускает дальнейшие упрощения. Моягао показать ( 2 ) , что 
интегральный член в уравнении (1) мал по сравнению с остальными, если 
для всех частот турбулентного спектра справедливо неравенство сояЛ2 / v < ^ 
< ^ 1 . Это неравенство, как нетрудно заметить, эквивалентно неравенству 
R2 < Z2. Действительно: 

uxR2h < ®iR2h ~ R2/?. 
Таким образом, уравнение относительного движения частицы в газе 

в наших предположениях имеет вид 

t = ( « - D ^ - ^ - (2) 

В турбулентном потоке скорости U{ и V{ являются случайными функ­
циями времени. Для определения характеристик движения частиц относи­
тельно газа необходимо етать связь между лагранжевой временной корре­
ляцией величины Ui и лагранжевой временной корреляцией величины Vi. 
Поэтому установим связь между корреляционными функциями 

Q = Ui(t)Ui(t + x), S^ViWVrf + T). 

Черта означает усреднение по всем состояниям системы. Для рассматри­
ваемой задачи в силу условия стационарности Q и S являются функциями 
только времени корреляции т и не зависят от t. 

Для нахождения связи между Q (т) ж S (т) разложим U{ и Vi в интег­
ралы Фурье , а затем, воспользовавшись уравнением ( 2 ) , установим связь 
между спектральной функцией Ф(со ) поля скоростей Vi и спектральной 
функцией (со) толя скоростей Щ 

ф ( ш ) = ( 1 _ а ) » _ ^ Т ( < о ) . (3) 
Вследствие того что корреляционная функция является (просто преобра­

зованием Ф у р ь е от соответствующей спектральной функции, можно с уче­
том формулы (3) написать 

оо оо 

—00 —оо 

Для того чтобы установить связь между интегралом в формуле (4) 
с корреляционной функцией Q ( т ) , нужно использовать формулу Парсеваля . 
Вследствие того что 

2я J 
со2 

со2 + р' 
—оо 

и так как 

то 

J Т (ю) e W < o = О (т) , 

СО 

S (т) = (1 - а ) 2 [О (т) - i - J Q (С) е - ^ щ ] . (5) 
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Воспользовавшись четностью функции ( ? (£ ) , формулу (5) можно пред­
ставить в виде 

S (%) = (1 - a ) 2 [Q (Т) - jj <? ( 0 + <Н> (6) 
о 

Из выражения (6) видно, что для определения S (т) необходимо знать 
лагранжеву корреляцию, во '{времени скоростей газа в данном потоке. Т а к 
как по сделанному ранее предположению наличие в потоке частиц не 
влияет на движение газа, то в формулу (6) следует подставить корреля­
ционную функцию Q(x) газа, не содержащего взвешенных частиц. Теоре­
тической формулы для ( ? ( т ) , применимой для всех времен корреляции, 
вообще говоря, не существует. Однако можно воспользоваться эмпириче­
ской формулой, приближенно * описывающей поведение корреляционной 
функции. Для больших чисел Рейнольдса движения газа в качестве такой 
формулы следует выбрать экспоненциальную функцию ( 3 , 4 ) . Следователь­
но, если предположить, что Q(x) = Q{0) exp { — C O L T } , TO И З формулы (6) 
можно определить S ( т ) : 

- c o L , _ J _ 
(7) 

L 

Зная корреляционную функцию относительного движения частиц, мож­
но определить характеристики их движения относительно газа . Важней­
шими такими характеристиками являются средняя квадратичная скорость 
( К 2 ) 1 / з и средняя амплитуда колебаний а. Из^ определения корреляционных 
функций следует, что Q(0) = С/2, S(0) = F 2 , поэтому 

— — ( 1 — а ) 2 с й г 9 ( 1 — а ) 2 с о г 

Из формулы (8) непосредственно следует, что если частицы взвешены 
в газовом потоке ( а ~ 10~ 3 ) , а размеры их не слишком малы (так что 
Р < ^ й > ь ) , то средняя квадратичная скорость относительного движения 
частиц будет совпадать со средней скоростью турбулентных пульсаций 
газа. Если ж е частицы взвешены в турбулентной жидкости, то в этом слу­
чае всегда Р ^ > (Оь и средняя квадратичная скорость относительного дви­
жения (V2)1/2 всегда намного меньше средней квадратичной скорости жид­
кости ( £ / 2 ) 1 / 2 . 

Т а к как в турбулентном потоке на движение частицы оказывают влия­
ние все частоты спектра турбулентности, то очевидно, что под средней 
амплитудой колебаний частиц нужно понимать среднее квадратичное сме­
щение частицы относительно газа [ г 2 ^ ) ] 1 / 2 за достаточно большое время, 
т. е. при £->- оо. В силу того, что величины г\ и Vi связаны соотношением 

ri(t) = $ 1 М О ^ ' и случайная функция Vi(t) стационарна, можно выра-
0 

г-ить среднее квадратичное смещение [r*{t)Yl2 через корреляционную функ­
цию S (т) [ 5 ] 

t 

7r(t) = 2^(t — T)S(T)dx. (9) 
о 

Несмотря на стационарность функции V{(t), среднее квадратичное 
смещение частиц, как видно, является функцией времени. Это обстоятель­
ство связано с тем, что интеграл от стационарной случайно функции, вооб­
ще говоря, свойством стационарности не обладает ( 5 ) . Подставляя в (9) 
функцию £ ( т ) , определяемую формулой (7 ) , и производя интегрирование, 
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получим 

г 2 (*) = (1 
2U2 

е - < ) - ( 1 - е - ^ ' ) , (10) 
« 1 — L Р 

l i m r 2 

(0 = 
2U2 2U\ 

(11) 

Сравнивая величину а с размером пульсаций, имеющих наибольший 
масштаб L ~ ULI « ь , получим 

Формула (12) показывает, что в случае движения частиц в газовом 
потоке при условии V2 = U2 величина а может значительно превышать L. 
Для обратного предельного случая р ^ > соь среднее квадратичное смещение 
частиц а будет много меньше размеров самых крупных турбулентных пуль­
саций L. В этом случае движение частицы, взвешенной в турбулентном 
потоке, за достаточно большие интервалы времени можно представить себе 
как суперпозицию движения, обусловленного ее увлечением крупными 
вихрями и хаотического блуждания относительно газа или жидкости внут­
ри области, размеры которой порядка а. 
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a/L~ < o L / V P ( < D L + P ) . (12) 
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