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ТЕОРИЯ ЛИВНЕВОГО ДОЖДЯ 

Основные закономерности образования осадков можно выявить при по­
мощи модели облака с постоянным восходящим потоком, впервые использо­
ванной Я. И. Френкелем и Н. С. Шишкиным ( 1). Изучение роста капель с 
учетом гравитационной коагуляции и конденсации, при допущении о посто­
янстве пересыщения в облаке было выполнено Н. С. Шишкиным ( 2). Чис­
ленный расчет Хауэлла ( 3) изменения пересыщения с высотой без учета коа­
гуляции капель показывает на весьма существенную зависимость пересы­
щения от высоты. В настоящей работе исследуется пересыщение с учетом 
коагуляции капель. 

В отсутствие конденсации изменение пересыщения с с высотой z, отсчи­
тываемой от основания облака для • 105 см, следует считать 

с (г) = Сг (С ж 2 • 10" 1 1 . г/см 4), (1) 

поскольку с высотой падает температура, а, следовательно, и давление на­
сыщенного пара, которое в соответствии с уравнением Клапейрона—Клау-
зиуса меняется быстрее, чем атмосферное давление, описываемое барометри­
ческой формулой. 

При наличии конденсации изменение пересыщения на пути dz будет 
меньше рассчитанного без учета конденсации на величину сконденси­
ровавшейся влаги за время dt — dz/w (w — скорость восходящего потока 
воздуха): 

о 

где п (и, г) — число капель объема v на высоте г = wt. При этом до­
пускается, что скорость свободного падения капель много меньше w. 

Скорость конденсационного роста описывается формулой Максвелла: 

где р —плотность воды, D « 0 , 1 см 2/сек. — эффективный коэффициент 
диффузии, учитывающий замедление конденсации благодаря повышению 
температуры капли. 

Подставляя формулу (3) в уравнение (2), получим 

dc 4jtD °° 

0 

Поскольку конденсационный рост капель существенен в основном 
для малых высот, когда спектр близок к монодисперсному, то можно 
заменить 

со 

5 я (о, г) v^dv да N (г) [V (г) / N0]\ (5) 
О 
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где (z) — полное число капель в единице объема на высоте z, N0 = N(0), 
V (z) — водность, т. е. содержание воды в каплях на высоте г. 

При вероятности столкновения капель объемов и и v, равной b(u + v), 
где b = const, 

N {z) = N0 ехр j — b/w J V (z) dzj e (6) 

Но в силу того, что 

PV(z) = Cz-c (7) 
для определения водности, а вместе с тем и пересыщения, нам требуется 
найти решение следующего уравнения: 

Р £ - ( С г - РУ) A W ' - e x p | _ t j v a j . (8) 

Очевидно, что при z - > 0 

и соответственно пересыщение будет определяться формулой (7). 
В отсутствие коагуляции (т. е. при b = 0) легко найти асимптоти­

ческое поведение решения уравнения (7) при больших z: 

pV ( z ) « Cz — wpV./4nD (СШоУЬгг*': (10) 

Сравнение с результатами численного расчета, выполненного 
Хауэллом ( 3), показывает, что изменение пересыщения с высотой вполне 
удовлетворительно описывается при z < z x — формулами (7) и (9 ) , а при 
z^>zl — (7) и (10). При Л̂ о = 1 0 0 см~3, = 600 см/сек и выбранных 
ранее значениях С и D 2 а ^ 5 • 10 3 см. 

Учет коагуляции изменит поведение пересыщения при больших зна­
чениях z. Будем считать, что в этой области c<^Cz. Тогда для опре­
деления пересыщения в этой области имеем следующее линейное уравнение: 

dc/dz + kz1/ae-Xz2c = С, (11) 
где 

k = AnDN0

2/. С1/. о Г \ X = bC/2wp. 
Так как при С = 0 должно быть с = 0, то нужно выбрать частное 
решение: 

с (г) = С J е х р / - £ J ^ « е - ^ л ! Же. (12) 
0 I х ) 

Приближенное вычисление последнего интеграла с погрешностью, не 
превышающей 20%, на интервале 5-Ю 4 C M < Z < 2 - 1 0 5 СМ дает 

с (г) ж Cz Vneh* erfc h [4A (%z2 - ~ ) ] ~ \ (13) 

где 
Ah2 {%z2 - Ve) = кг4'чг**. (14) 

Из полученных результатов следует, что уменьшение числа капель 
в восходящем потоке в результате коагуляции приводит к росту пере­
сыщения с высотой, и при 2 ^ 2 км V(г) достигает своего предельно­
го значения, равного~3-10~ 6 . При вычислении роста капель для z > z 2 

можно не учитывать влияния конденсации. 
Дальнейший рост поднимающейся капли, радиус которой r(t) соот­

ветствует среднему объему капель на высоте z^>z 2 , может быть вычислен 
по формуле 

r(fl=r (z2) ехр {0,3361/ 2 (t -1 2 ) } , (15) 830 



где V2 — общий объем жидкой фазы в 1 см 3 на высоте z 2, Ь = 6-10 3 сек" 1, 
t — 1 2 — время подъема капли от высоты z 2 до высоты г. 

Рост падающей капли определяется, в основном, столкновениями с 
каплями восходящего потока. Если считать скорость падения крупной 
капли радиуса R равной Q ^ , где £ } ^ 2 - 1 0 а см^/сек, то уравнение 
для изменения R будет иметь вид 

J n R S 

4 / ? 2 ^ = Q S (Я + r ) 2 {VR-Vf)n{v9 f) vdv, (16) 
о 

где п ( v , f ) — число капель объема v в момент времени t', прошедший 
с начала подъема капель от основания облака до высоты, на которую 
опустилась в момент t капля радиуса R. 

Заметим, что это уравнение оправдано лишь при R ^ r , так как 
не учитывается торможение капли за счет получения импульса от капель 
восходящего потока. Но при R ^ r уравнение (16) существенно 
упрощается: 

QyRV2 = 4dR/dt. (17) 

Решение этого уравнения очевидно: 

« ( 0 = [-s- + -¥L(<-'*)]'. OS) 
где th — момент начала опускания капли. 

Теоретические оценки Rm — 0,3 см радиуса капли, дробящейся в 
турбулентном потоке восходящего воздуха с образованием большого 
числа более мелких капель со средним радиусом rk— 0,01 см, были 
представлены в работе В. Г. Левича ( 4). Если деление крупных капель 
происходит на той же высоте, где радиус капель, соответствующий сред­
нему объему, равен то возможно образование цепного процесса, 
предсказанного Лэнгмюром. 

Поскольку скорость капли можно считать равной 

z = o> — О У 7 , (19) 
то воспользовавшись формулой (15), можно вычислить на какую высоту 
поднимается капля за время роста ее радиуса от rk до гн, а также на 
какую высоту опустится капля в соответствии с формулами (18) и (19) 
при росте капли от радиуса гн до Rm. Отсюда получаем уравнение, ко­
торому должна удовлетворять скорость восходящего потока воздуха для 
образования цепного процесса: 

2Ь {УЖп — w/Q)2 = 3w (In w/Q Vn ~ 1) + 3Q }/Tk. (20) 

При Rm = 0,3 см и rk = 0,01 см получим w = 600 см/сек. При V = 3-10~6 

получим размеры цикла ZH — Zm ~ 1 км, период цикла около 700 сек. 
Пусть Nk — первоначальное число капель радиуса rk в единице объема 

на высоте, где происходит разрыв крупных капель. Пусть / — вероят­
ность сохранения воды, содержащейся в капле в цикле, тогда число 
падающих капель в конце n-го цикла будет 

i — f n f г \ 3 

Критерием дождевания, т. е. выпадания ливня из облака, служит равен­
ство динамического напора, создаваемого падающими каплями, динами­
ческому напору восходящего потока воздуха плотности р 0 : 

^ Т = Т ( 7 ^ ) 3 p Q 2 i ? - - P o ^ 2 . (22) 
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Отсюда, при известном значении можно оценить число необходимых 
циклов для образования ливня. 

При Rm = 0,3 см, rk = 0,01 см, w = 600 см/сек ливень возможен 
лишь при f ^ 0 , 2 5 . Поскольку для образования ливня может потребо­
ваться завершение нескольких циклов, необходимо рассмотреть вопрос 
об их устойчивости, т. е. о возможности ухода влаги из цикла. 

Пусть две капли одинакового радиуса образовались на высотах, 
разность которых равна Аг. Коагуляционный рост каждой из капель 
может быть выражен по формуле 

v 

{-w)K0^bv\n{UtZ)udu- (23) 

6 
Очевидно, что с ростом z уменьшается из-за коагуляции объем влаги, 
заключенной в относительно мелких каплях, что создает впечатление 
об абсолютно неустойчивом цикле, поскольку для дорастания до гн 
более высокой капли в этом случае предстоит пройти больший путь. 
Однако нижерасположенная капля получает за 1 сек. при коагуляции 
избыточный импульс по сравнению с верхней каплей. С учетом фор­
мулы (27) получим следующее уравнение движения: 

V 

г + bz^n (v\ z) v'dv'ж2• 10" 4 r _ 1 (w — zf — g + 
0 

v 

+ b\jn(v', z) v\w- Q^T 7")dv'. (24) 
0 

Аналогичное уравнение справедливо для. капли того же объема на 
высоте z + Аг. Считая Аг малым, приходим к следующему уравнению 
для определения Аг: 

V 

Az + [4 • 10-V" 1 (w-i) + b\ nv'dv'] 4г^ + 
О 

v 

+ b\[-^)v'(w-z-to J/T~) dv'bz = 0. (25) 
0 

Исследование на устойчивость тривиального решения дифференциаль­
ного уравнения 

y"(t) + P(t)y'(t) + q2(t)y(t) = 0 (26) 
t 

заменой переменной х — (/) dt сводится к исследованию на устой-
о 

чивость тривиального решения дифференциального уравнения, . для 
которого, как известно (6) из анализа эквивалентной системы дифферен­
циальных уравнений первого порядка, необходимо потребовать для 
обеспечения устойчивости решения выполнения неравенства 

p{f) + -±-d/dtlnq*(t)>0. (27) 

Приближенные оценки показывают, что применительно к уравнению (25) 
это неравенство удовлетворяется. 
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