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Uber den Dampfdruck kleiner Tropichen und Kristalle
. Von A. Framkin und N. Fuchs

Die Berechnung des Dampfdruckes kleiner Teilchen mit Hilfe
der Kelvinschen Gleichung ist nur bei solchen Teilchendimensionen
moglich, die den Wirkungsradius  der Molekularkrifle merklich
iibertreffen, da im anderen Faile der Wert der in dieser Gleichung
enthaltenen freien Oberflichenenergie des Teilchens unbekannt wird.
Ausserdem kann auch die Dichte sehr kleiner Teilchen von ihrem
normalen Wert stark abweichen 1.

Offenbar ist die Losung dieses Problems nur durch molekular-
kinetische Uberlegungen moglich. Die letzteren konnen zwar beim
heutigen Stand unserer Keniltnisse iiber die Molekularkrifte und die
Struktur der Oberilichenschicht in festen und besonders fliissigen
Korpern nur von grober Anndherung sein,. aber infolge der grossen
Wichtigkeit dieser Frage fiir die Theorie der Kondensationsvorgénge
lohnt sich selbst eine solche erste Anniherung. Ausserdem ist die
molekular-kinetische Behandlung des Problems wie iiberhaupt bei
allen physikalisch-chemischen Fragen fiir die Aufklirung des Mecha-
nismus des erhdhten Dampfdrucks kleiner Teilchen unentbehrlich.

Da die Zahl der auf ein Oberflichenelement des Teilchens in
der Zeiteinheit aufprallenden Dampfmolekeln von der Form und
Grosse des Teilchens unabhingig ist, so bleiben nur zwei mogliche
Ursachen der erhohten Dampfspannung kleiner Teilchen iibrig: eine
erhdhte Verdampfungsgeschwindigkeit von der Oberflicheneinheit des
Teilchens (im Vergleich zur normalen, einer makroskopischen Ober-
fliche entsprechenden Grosse dieser Geschwindigkeit) oder eine ver-
minderte Effektivitit der Zusammenstdsse zwischen den Dampf-
molekeln und der Oberfliche. Es ist zur Zeit unmoglich, dber das

1 Diese Frage wird in einer Arbeit von Kritschewski (Koll.-Z. 68,
15 (1934) diskutiert. Die darin vorgeschlagene Korrektion fiir die Dichte
Kleiner Tropichen ist aber offenbar zu gross, da sie zy einem Nullwert der
Dichte schon bei einem Tropfchendurchmesser von 18 A fiihrt,
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784 A. Frumkin u. N. Fuchs

Vorhandensein der letztgenannten Erscheinung zu entscheiden. Jeden-

falls spielt sie kaum bei solchen Fliissigkeiten eine Rolle, bei denen
die Effektivitit der Zusammenstosse fiir eine makroskopische Ober-
fliche gleich eins ist (Hg, 2 CCl, 3).

Dagegen muss die Verdampiungsgeschwindigkeit von der Ober-
fliche kleiner Teilchen sicher einen erhdhten Wert besitzen infolge
der Verminderung der Abtrennungsarbeit der Oberflichenmolekeln im
Vergleich zu einer makroskopischen Oberfldche. Berechnet man die
Grosse dieser Verminderung, so kommt man zu einer molekular-
kinetischen Ableitung der Kelvinschen Gleichung.

c Der Charakter der Erscheinung
ist im Falle der flissigen Trdpichen
und Kristalle etwas verschieden: im
ersten Falle findet eine gleichmissige

7 2 Verminderung der Abtrennungsenergie
/ 7 // fiir alle Oberflichenmolekel statt, und
zwar um die Grosse des Potentials
_
7 der Attraktionskrifte zwischen einer
7 g 7

auf der Troplchenoberfliche liegenden

g Molekel und dem auf Fig. 1 schraf-
fierten Fliissigkeitsvolumen. Im Falle eines apolaren Kristalls wird
die Abtrennungsarbeit fiir die in der Nihe der Kanten und Ecken
liegenden Molekeln sehr stark, fiir die (brigen — nur unbedeutend
vermindert.

Je nach dem als Ausgangspunkt angenommenen Molekularmodell
der Oberflichenschicht, nimmt die molekular-kinetische Ableitung
der Kelvinschen Gleichung verschiedene Form an. Wir wollen hier
fiir den Fall eines fliissigen Tropfchens eine auf der klassischen
Laplaceschen Kapillaritiistheorie beruhende Ableitung geben.

Es sei mit £ die Abtrennungsarbeit einer Oberflichenmolekel
bezeichnet. Setzen wir das Volumen der Molekel als unendlich klein
voraus, so diirfen wir schreiben:

Iz Z(;/ I ox)d%,

2 Voimer u. Estermann, Z. physik. Chem. 99, 383 (1921).
5 Alty a. Nicoll, Canadian J. of Research, 4, 547 (1931).
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" wo F(x) die Anziehungskraft der Molekel auf das Tropfchen in

Abhingigkeit vom Abstand zwischen Molekel und Tropfchenoberfliche
bedeutet. Mit E, und F, wollen wir die Werte von £ und F im
Falle einer ebenen Oberfliche bezeichnen. Offenbar ist:

(o=)

E—p s / [Fo(x)—F(x)] dx = /'F(x) dx,
0 0

wo F(x) die Anziehungskraft zwischen der Molekel und dem auf
Fig. 1 schraffierten Fliissigkeitsvolumen bedeutet. Je grosser die
Oberflichenkriimniung, desto grosser ist auch das schrafiierte Volumen

und somit £ und desto kleiner ist daher die Abtrennungsarbeit.

Wir wollen jetzt die Anziehungskraft @® zwischen dem schrai-
fierten Volumen und einer unendlich langen Fliissigkeitssdule AC
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, einer Siule, deren Linge
gleich dem Wirkungsradius der Molekularkrifte ist) mit dem Quer-
schnitt dS berechnen,

b — ndS j "F(x) dx — nE dS,
i}

wo n— die Molekelzahl in einem ccm der Fliissighkeit bedeutet.
Nach einem bekannten Satz der kilassischen Kapillarititstheorie *
besitzt denselben Wert auch die Anziehungskrait zwischen dem
schraffierten Volumen. und der inmerhalb des Tropfchens liegenden
Fliissigkeitssiule AB. Andrerseits ist diese Kraft nach dem Lapla-

20dS
c eschen Satz gleich BT wo mit @ der Tropichenradius, mit ¢ —

die Oberflichenspannung Dbezeichnet wird. Somit haben wir:

o sd
nEd :Q_;S,
oder
o il
an

4 S.z.B. Bakker, Kapillaritit (Hdb. d. Experimentalphysik. B. VL. §. 35).

2



786 A. Frumkin u. N. Fuchs

Weiter ist das Verhiltnis des Dampfdrucks des Tropfchens p
zum normalen Dampidruck p, nach der Boltzmannschen Glei-
chung gleich:

In E
Po
oder, wenn mit 1/ das Molarvolumen der Fliissigkeit bezeichnet
wird:

E‘il |

p 2
In = =
. Do ankT

_QGV
aRT’

und das ist die Kelvinsche Gleichung.

Es sei bemerkt, dass diese Ableitung, die offenbar auch im
Falle einer konkaven Oberfliche anwendbar bleibt, den grossen
Vorzug hat, dass sie die Erscheinungen der Adsorption und Kapil-
larkondensation von Didmpfen von einem einheitlichen Standpunkt
aus zu behandeln erlaubt 5.

Unsere Ableitung setzt offenbar voraus, dass: 1) der Trépfchen-
durchmesser gross im Vergleich zu den Molekeldimensionen ist,
2) der Wirkungsradius der Molekularkrifte kleiner als der Tropfchen-
radius und 3) die Dichte der Fliissigkeit an der Oberfliche und im
Inneren des Tropfchens gleich gross ist. Im Falle sehr kleiner Tropi-

chen (a << 107" cm) sind zumindestens die zwei ersteren Bedingun-
gen sicher nicht erfiillt, und die Berechnung des Dampfdruckes
solcher Tropfchen ist heute kaum mdglich.

Etwas besser steht es mit dem Dampfdruck kleiner Kristalle.
Die molekular-kinetische ~Ableitung der Kelvinschen Gleichung
fiir Kristalle wurde von Kaischew und Stranski® angegeben.
Die Ableitung beruht darauf, dass der Dampidruck eines kleinen
Kristalls durch die mittlere, auf ein Atom? (Molekel) entfallende
Abtrennungsarbeit bei der Abtrennung (Verdampfung) einer ganzen
Atomschicht von einer Kristallfliche bestimmt wird. Die genannten
Autoren Dbedienten sich zwar bei der Ableitung eines stark verein-

® Frumkin, Diskussionsbemerkung auf der neunten physikalisch-chemi-
schen Tagung in Moskau. Sow. Phys. 4, 154 (1933); Schuchowitzk i,
Koll. Z. 68, 141 (1934).

$Kaischew u Stranski, Z. physik. Chem., 26 A, 114 (1934).

7 Weiter unten werden wir unter ,Atomen* allgemein die Gitterbau-
steine, in welche das Gitter beim Verdampfen zerfillt, verstehen.
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fachten Kristallmodells, aber sie ldsst sich selbstverstdndlich auch an
jedem anderen Modell durchiiihren.

Wir wollen die Methode von Kaischew und Stranski
benutzen, um den Dampfdruck sehr kleiner homdopolarer Kristalle
zu [berechnen. Dabei wollen wir zundchst annehmen, dass die Git-
terkonstante von der Kristallgrésse unabhingig ist. Weiter nehmen
wir an, dass die zwischen einem Atom und den benachbarten Atomen
wirkenden Anziehungskrifle voneinander unabhingig sind und, wie
aus der Lojndonschen Theorie fiirdie Dispersionskrilte folgt, mit
der siebenten Potenz der Entfernung abnehmen. Die Abstossungskrifte
seien zunichst vernachlissigt. Wir beschrinken uns ausserdem auf
den Fall eines Wiirfelkristalls und eines einfachen kubischen Gitters.

Bezeichnen wir mit o das Potential der zwischen zwei benach-
barten, parallel einer Wiirfelkante liegenden Atome wirkenden Kriite,
mit A—den Abstand zwischen diesen Atomen (d. h. die Gitterkon-
stante), so finden wir fiir das Potential der zwischen zwei beliebigen

Atomen wirkenden Krifte Ausdriicke von der Form:
N

@By

wo m, n, p— ganze positive Zahlen sind. Durch Summierung einer
unendlichen Reihe solcher Glieder erhalten wir fiir die pro Atom
berechnete Gitterenergie (normale Abtrennungsarbeit) die Grosse
gy =4,198 o.

Weiter finden wir fiir die spezifische Oberflichenenergie der
Wiirfelflidche, die gleich der Hilfte der fiir die Zerspaltung des Kri-
stalls senkrecht zu einer, Wiirfelkante notwendigen Arbeit ist (ausge-
rechnet pro cm?2):

c=1,026 ©/A2.

Endlich erhalten wir fiir die mittlere Abtrennungsenergie von
einer Wiirfelfliche bei einem aus v3 Atomen gebauten Kristall® durch
Summierung einer endlichen Reihe:

v= 2 3 4 - 5 6
e fp=2,349 2,876 3,241 3416 3,540

8 Es sei bemerkt, dass bei einem Tetraeder aus 24 Atomen =/¢ = 1,43
bei einem Oktaeder aus 25 Atomen ey =211 ist, und das heisst, dass
Kristalle von dieser Form unstabil sind.
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Jetzt konnen wir den Dampfdruck einerseits nach der Gleichung
kTlnplpy=E=¢y—e, €9)

berechnen, und andrerseits nach der Kelvinschen Gleichung:

kT 1In p[py =% .

Da hier a die Hilfte des Wiirfeldurchmessers, d. h.%A und l
: it

das aui ein Atom im Gitter entfallende Volumen, d. h. A% bedeutet,
s0 konnen wir auch schreiben:

SA2
ETInplpy— 2=

(2)

Wir wollen nun die Ergebnisse der molekular-kinetischen (1)
und der Kelvidn schen (2) Gleichungen miteinander vergleichen. Als
Mass fiir die Ubereinstimmung dieser FErgebnisse wihlen wir *die
Grosse

I In (Pmlpg)
I (pglpy)

Wo p.[p,—die nach der Kelvinschen Gleichung (2) berechnete
Dampfdruckerhohung, p,/[p,—die nach Gl. (1) und (2) berechnete
Korrektion zur Kelvin schen Gleichung bedeutet.

Wir wollen weiter unten sehen, dass in allen von uns behandelten
Fillen die Grossenordnung vom Q den Wert 0,2 nicht iibertrifft,
und das heisst, dass die Korrektion zur Kelvin schen Gleichung
kleiner als die 5. Wurzel aus der nach Kelvin berechneten Dampf-
druckerhdhung ist. Betrigt z. B. die letztere 100, so hat die betref-
fende Korrektion den Wert 2,5. Wir kommen somit zu dem Schluss,
dass bei den von uns gemachten Voraussetzungen die Kelvinsche
Gleichung die richtige Grossenordriung der Dampfspannung kleiner
Kristalle gibt. '

Im oben betrachteten Falle (die mit der 7-ten Potenz der Ent-
fernung abnehmenden Krifte) erhalten wir:

v= 2 3 4 5 6
(ep—=e)/e=1850 1,322 0967 0,782 0,658
2s/any = 2,051 1,368 1,026 0,820 0,683
Q=0,098 0,034 0058 0,046 0,037
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Je steiler die Abnahme der Anziehungskriite mit der Entfernung,
desto kleiner ist Q, Fiir die mit der 9-ten Potenz der Entfernung
sich #ndernden Krifte erhalten wir z. B..

v =D 3 .4 5
Q=0,035 0,032 0023 0,017

Wir haben bis jetzt die Abstossungskrifte ausser Acht gelassen.
Das kann auf folgende Weise geschehen. Wir nehmen fiir das Poten-
tial der zwischen zwei Atomen wirkenden Krifte den iiblichen Aus-
druck an:

A B
i —g‘r—F?:

wo das erste Glied den Anziehungs-, das zweite — den Abstossungs-
kriften entspricht. Nach der Auswahl bestimmter Werte fiir m und n
bilden wir den Ausdruck fiir die Gitterenergie und suchen den Mini-
malwert derselben. Daraus erhalten wir eine Beziehung zwischen A,
B und der Gitterkonstante und fiihren die Rechnung wie friiher

weiter. Fiir m =06, n = 8 erhalten wir auf diese Weise: :

Y= 3 4 5 6
Q=0,191 0041 0,110 0,093 0,071,

d. h. wir erhalten fiir Q einen etwa zweimal griosseren Wert als bei
Vernachldssigung der Abstossungskrifte.

Endlich muss auch die Anderung der Gitterkonstante in sehr
kleinen Kristallen berficksichtigt werden. Nach der Methode von
Lennard-Jones? finden wir fiir m =6, n=3§, dass bei v=2
die Gitterkonstante den normalen Wert um 6 0o iibertrifft, bei v=3
um 49, bei v=4um 39, bei v=1>5 um_2,3 %,

Berechnen wir nun @ unter Beriicksichtigung der Anderung der
Gitterkonstante (in die Kelvinsche Gleichung werden wir dabei den
normalen Wert der Konstante einsetzen), so finden wir:

Y= 2 3 4 b)
Q=024 009 0125 0,108

Somit wirkt sich die Anderung der Gitterkonstante verhiltnis-
missig wenig auf die Grosse von Q aus. '

9 Lennard-Jones, Z Kristall. 75, 215 (1930).
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Nehmen die Abstossungskrifte noch schneller als mit der 9-ten
Potenz der Entfernung ab, so ist @ entsprechend kleiner. Zu der-
selben Grdssenordnung von @ miisste man auch beim Ubergang zu
anderen Gittertypen und Kristallformen kommen.

Zusammenfassung

1. Es wird eine molekular-kinetische, auf der klassischen Kapil-
laritdtstheorie beruhende Ableitung der Kelvinschen Gleichung fiir
fliissige Tropfchen gegeben.

2. Fiir den Fall sehr kleiner apolarer Kristalle mit einfachem
kubischen Gitter und der mit der 7-ten Potenz der Entfernung abneh-
menden Anziehungskrifte zwischen den Gitterbausteinen wird nach
der Methode von Kaischew und Stranski die Korrektion zur
Kelvinschen Gleichung berechnet. Es zeigt sich, dass in dem be-
trachteten Falle diese Gleichung die richtige Grossenordnung des
Dampfdrucks bis zu Kristallen von minimaler moglicher Grosse gibt.

Karpow-Institut fiir Eingegangen am
physikalische Chemie, 26. Juli 1935,
Moskau,



