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Zur quantenmechanischen Berechnung der Polarisier-
barkeit und der Dispersionskritte

Von H. Hellmann

Bei vielen chemischen Problemen spielen die zuerst von London?
diskutierten wellenmechanischen ,Dispersionskrifte* eine grosse Rolle,
Dieses sind die schwachen, aber relativ weit reichenden Krifte, welche
auch zwischen elektrisch neutralen und kugelsymmetrischen Gebilden
iuftreten und durch eine Art ,im Takt umlaufen® der Elektronen ver-
schiedener Molekiile oder Atome hervorgerufen werden. Die quanti-
tative Berechnung der Grosse dieser Krifte ist fiir viele praktische
chemische Fragestellungen unerldsslich. Da bei komplizierten Molekiilen
eine rein theoretische Berechnung nicht in Frage kommt, versucht
man, sie auf experimentelle Daten {iber das betreffende Molekﬁl,
insbesondere auf seine Polarisierbarkeit und eine charakteristische
Energie zuriickzufithren. Hierzu liegen aber ausser der urspriinglichen
Londonschen Schitzung noch 2 andere Schitzungsmethoden vor,
sodass im ganzen 3 verschiedene Schitzungen existieren, die oft
stark voneinander abweichende Resultate liefern. Auf die strengere
Londonsche Formel, welche diese Wechselwirkungsenergie auf die
optische Dispersionskurve zuriickfiihrt, wollen wir hier nicht eingehen.

Die entsprechenden Formeln lassen sich am besten folgender-
massen schreiben. Einheitlich gilt die Beziehung
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(1)
Hier ist = die gesuchte Wechselwirkungsenergie, ,R. der Abstand der
beiden Molekiile, a,, «, sind die Potarisierbarkeiten des ersten und

des zweiten Molekiils, I, und /, geeignet geschitzte Mittelwerte fiir
die Elektronenenergien im ungestdrten Molekiil. -’

!F. London, Z physik. Chem. Abt. B, 11, 222 (1930). -
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In der Schitzung von / unterscheiden sich die 3 in der Literatur
angegebenen Formeln. London setzle fiir 7 die lonisierungsenergie
eines &dusseren Elektrons oder auch eine Energie, die der in der
Dispersionsformel des betreffenden Molekiils am stirksten beteiligten
Frequenz entspricht. Die letztere ist eist nicht allzu weit von der
lonisierungsenergie entfernt. - :

Eine andere Form_el ist von Kirkwaold 2 aus dem Variations-
prinzip abgeleitet worden. Man erhilt diese, wenn man in (1) fiir /

setzt:
VT3 .
= ]/—; (in atom. Einheiten)
bzw.
Y N
e ——— —_— b — - f)
1 240_]/ 0w, Keal.=10,4 {0, El-Volt. (2)

Hierin ist & wieder die Polarisierbarkeit des betreffenden Molekiils,
N seine Gesamtzahl von Elektronen,

Die dritte Schitzung hingt eng mit der zweiten zusammen,
sie ist von Slater und Kirkwood abgeleitet worden 3 und liefert
ebenfalls Formel (2), nur dass N jetzt nicht die Gesamtzahl der
Elektronen, sondern nur die Zahl der Elektronen in den #Husseren
Atomschalen bedeutet 4.

Mit den obigen Werten von f ist die Polarisierbarkeit der Atome:

i 0 (Z2)0o

7 oder mit (3a)
it 4 [(Z2)g)?
£ 800 e 0. D

worin  (Z?%)gy das mit der Grundfunktion des gesamten Molekiils
gebildete Matrixelement von (2, z,-2,...)2 bedeutet. z, ist
die z-Koordinate des i-ten Elektrons.

Die London sche Schitzung ist ziemlich willkiirlich. Dass sie
nicht allgemeingiiltig sein kann, sieht man schon, wenn man sie zur

J. G. Kirkwood, Physik. Z., 33, 57 (1932).

2

#J. G. Slater, J. G. Kirkwood, Phys. Rev., 31, 682 (1931).

* Ausserdem tritt in (1) nach Slater-Kirkwood eine Kleine Abwei-
chung im Zahlenfaktor auf, namlich 1,36 statt 3/2, um die wir uns nicht
weiter kilmmern wollen.
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Berechnung der Polarisierbarkeit negativer lonen anzuwenden versucht,
Dabei ist in (3a) konsequenterweise / gleich der Elektronenaffinitit
zu setzen. Dies wird aber schon fiir zweiwertige negative Ionen
sinnlos, da die Elektronenaffinitit negativ ist. Bei den einwertigen
lonen der Halogene ist / noch positiv, die dieser Schitzung entspre-
chende Berechnung der Dispersionskrifte im Gitter wurde von Born und
Mayer 5 durchgefiihrt. Mayer zeigte allerdings spiter 6, auf Grund
einer komplizierteren Formel, welche gestattet, die ganze Dispersions-
kurve des Kristalls zur Ermittelung von / heranzuziehen, dass [
durchschnittlich mehr als doppelt so gross zu schitzen ist, als die
Elektronenaffinitit,

Die Kirkwoodsche Formel hat vor der London schen
Schatzung voraus, dass sie konsequent aus einem Variationsprinzip
abgeleitet ist. Aber nur wenn wir fiir « in (1) die theoretischen
Polarisierbarkeiten (3) setzen, wodurch der rein theoretisch bestimmte
Ausdruck (Z2)g in die Formel eingeht, bedeutet (1) eine obere Grenze
fir die Energie. Wir wollen unten zeigen, dass / nach Kirkwood
zu gross herauskommt, weil zu den experimentellen Werten von a in
Wirklichkeit kleinere Werte von N gehéren. Wir werden damit zur
Slater-Kirkwood schen Formel 2 gefiihrt, In der Tat gibt, wie
Kirkwood selbst betont 2, diese z. B. bei Berechnung der a-Kon-
stanten der Zustandsgleichung einiger Gase viel bessere Ubereinstim-
mung als die Kirkw o od sche Formel mit N=—Gesamtzahl der Elek-
tronen. In letzterem Falle ergibt sich ¢ aus (1) und damit die @-Kon-
stante der Zustandsgleichung viel zu gross. Kirkwo od hilt trotzdem
wegen der Herleitung aus einem Variationsprinzip seine Bestimmung
von N fiir richtiger und vermutet, dass die bessere Ubereinstimmung
bei der Wahl eines kleineren N durch eine hierdurch bewirkte zufillige
Kompensation der zu klein angesetzten Abstossungskrifte kurzer
Reichweite zwischen den Molekiilen zustande kommt.

Die Frage ob-— unabhingig von den Abstossungskriften kurzer
Reichweite — die eine oder die andere Wahl von N richtig ist, ist den-
noch von grundsitzlicher Bedeutung fiir viele Anwendungen der
Dispersionskrifte, weil man kaum annehmen kann, dass eine solche
Kompensation von 2 Fehlern stets stattfindet. Da wir iiber den Verlauf

SM.Born, J,E. Mayer, Z Physik., 75, 1 (1932).
6J.E.Mayer, J. chem. Physics, 1, 270, 327 (1933).

Bt
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der Abstossdngskrﬁfte sehr wenig wissen, ist es ausserdem sehr
wichtig, wenigstens die Dispersionskrifte allein exakt zu kennen, um
aus den verbleibenden Differenzen gegeniiber dem Experiment Niheres
tiber die Abstossungskrifte zu erfahren.

Die Unwahrscheinlichkeit des Kirkwo o d’schen Resultates sieht
man schon, wenn man nach (3b) « als Funktion von (2%)gp und N niher
betrachtet. In ganz roher Schitzung (genaueres s. unten) kdnnen wir

(Z2)gp = [(122;)2100 = g] (200

setzen, also das elekirische Trigheitsmoment des betrachteten
Gebildes — das wir iibrigens der Einfachheit halber stets kugelsym-
metrisch annehmen wollen — additiv aus den Beitrigen der ein-
zelnen  Elekironen zusammiensetzen. Der Beitrag der inneren
Elektronen ist wegen ihres kleinen Bahnradius ausserordentlich
klein.

Vergleichen wir nun 2 Atome mit der gleichen dusseren Struktur,
nur habe das zweite eine viel grossere, z. B. die doppelte Zahl von
Innenelektronen. Beim Ubergang zu dem schweren Atom #ndert sich
dann in (3b) der Zihler nur wenig, da Glieder hinzukommen, die
quadratisch klein sind. Der Nenner dagegen verdoppelt sich und die
Polarisierbarkeit wird kieiner.

Dies Resultat ist recht wenig plausibel, trotz unserer rohen
Schitzung. Die Diskrepanz verschwindet, wenn wir unter N die Zahl
der Aussenelektronen verstehen.

Wir wollen nun zeigen, dass man auch vom Variationsprinzip
aus die Schitzung systematisch begriinden kann, die fiir NV die Zahl
der Aussenelektronen einsetzt. Dariiber hinaus ergibt sich eine Weiter-
fiihrung der Anniherung.

Wir nehmen fiir die gestorte Eigenfunktion an:

Y=1% (1+4v), (4a)

worin ¢, die ungestdrte Funktion bedeutet und die Storung v, der
urspriinglichen Eigenfunktion zunichst ganz offen bleibt.
Aus

H_f%(l—}—v)H(l—-}—tr)%d: H=H,}u

(4b)

%ol T U)?odx Hybo = Egby
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bekommt man nach Durchschieben des Hamiltonoperators durch (1 - o)
und nach Ausfithrung einer Reihe von partiellen Integrationen 7 leicht

3N
. oo+ 2(uv)go+(Lv?) o0 + -;—2[ (g—z) ]
H=E,-+ 1+ 299+ ('[’2;;1

Diese Umformung ist analog wie bei Kirkwood 2 vorgenommen,
nur haben wir uns hier eine viel grossere Allgemeinheit der Formel
vorbehalten 8. Die mit (, indizierten Grossen bedeuten die mit den
Grund-Eigenfunktionen gebildeten Matrix-Elemente. Die Stdrungsener-
gie A wird, wenn man bis zu quadratischen Gliedern in « und @
entwickelt:

L]

00

= E,h. (40)

97
(U).—-uw—-—z HL’)QO_'QHOOUDG 7. 2 2[(6)5) J(]O
i

i=1
und schliesslich beim Verschwinden der Storungsenergie erster Nahe-
rung

3N
R (v) = 2 (10)gy - 2[( )J (4d)
=1

Dieser Ausdruck ist bei gegebemer Storungsfunktion u(x;) durch
die Wahl von v (x) zu minimisieren, Bei uns ist:

-F-Z mit Z=Yg,. (5a)
Setzen wir v=1Z und minimisieren #(k), dann bekommen wir mit
dv
— =i
0z;

aiso ; :
M o

0z, _‘00

1 Man bedient sich dabei der Identitit:

d W by
or Hohg(l f‘v} Jx = ('Eﬂ‘fa*'ad'—xo‘i"?u o ] I+ ==

i . %v ALY
+ do*(1 4= v) ﬂ"" Y™ (a_;')

° Wir notieren die Formel in allgemeinster Form, da sie sehr bequem ist
auch fiir jede andere Stérungsrechnung 2. Naherung, bei der der Ausgangszu-
stand nicht entartet ist,
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das Kirkwood sche Resultat

= 2y 72 ‘72 12 ;
e:},minz_.ﬂ(%:ﬂ@ipa, a=4[{_zj\;ﬂ, (5¢)

Wir wollen fiir eine Reihe von Abschitzungen die Eigenfunktion
des betrachteten Atoms naherungsweise ansetzen als Produkt
Yo =11y, (6a)
n
von Eigenfunktionen ¢ , welche den einzelnen, kugelsymmetrischen
Atomschalen zugehdren und aufeinander orthogonal sind. ¢  hingt
also von den Koordinaten aller in der n-ten Schale befindlichen
Elektronen ab und besitzt Kugelsymmetrie. Indem wir auf Antisym-
metrisierung hinsichtlich der verschiedenen Schalen verzichten, vernach-
ldssigen wir gegenseitige Austauscherscheinungen, bzw. das P a uli-Prin-
zip der verschiedenen Schalen unter dem Einfluss der Storungsenergie,
was fiir die mit dieser Ndherung vorgenommenen vergleichenden
Schitzungen erlaubt sein mag. X schreiben wir jetzt:

X = 2 Xﬂ 3 'Gb]
i

worin X, die Summe iiber die v, Koordinaten der n-ten Schale be-
deutet. Die Summe 2 geht iiber alle Schalen. Wenn es sich um ein
kL

Molekiil handelt, ist die Summe iiber alle Schalen der verschiedenen
Atome zu erstrecken, entsprechend das Produkt in (6a). Damit konnen
wir das Kirkwood sche Resultat schreiben:

2(2»2)00
) A (69)

Mit derselben Vernachldssigung der Austauscherscheinungen kon-
nen wir aber jetzt leicht einen viel besseren Variationsansatz fiir

machen, indem wir setzen

o= E}'HZM (?a}
n
also jeder Schale ihren eigenen Parameter A, zuteilen. Damit wird (4d):
= ; 3 1 -
h( RpE R'n cel)=— 2F EAH[ZHZ!J’:}OO i _Q_vvu)‘ng‘ (";bj

n,1m n
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Wegen der vorausgesetzten Kugelsymmetrie verschwinden wvon der
Kilammer alle doppelten Produkte. Es geniigt hierzu, wenn alle
Schalen, bis auf eine, Kugelsymmetrie besitzen, und es bleibt

E_—_ iy QFV)" (Zax )(‘-0 —|__"Z Lt i e (70)

Aus o4
J

“n

=0 fiir jedes &, kommt:

A oE s (Z. 9w (7d)

und schliesslich

e=—2P YL (Z20), a=4 3 [Zl2 ()
- B e

Vergleichen wir dies Resultat mit der Kirkwood schen Formel
(6¢), dann sehen wir, dass in (8) der Beitrag der inneren Elektronen
zur Polarisierbarkeit viel geringer geworden ist, Denn in der Summe
liber (Z,2)gy ist bei Kirkwood jedes Glied mit demselben Faktor,-

nidmlich dem Mittelwert —2 (Z,%)op multipliziert, in unserer Formel

dagegen bekommen die klemen Glieder (Z,2)p auch kleine Faktoren,
(Z,%)0, die grossen Glieder grosse Faktoren. Der Beitrag der Innen-
elektronen zur Polarisierbarkeit ist also nicht qliadratisch, sondern
sogar von der vierten Potenz klein im Vergleich zu dem Beitrag der
Aussenelektronen. Wir werden gleich sehen, dass das in der iiblichen
Reihenentwicklung dadurch herauskommt, dass die reziproken Ionisie-
rungsenergien der einzelnen Schalen noch als Gewichtsfaktoren ein-
gehen. :
Da (8) mit einem wvollstindigeren Variationsansatz gewonnen
ist, ist diese Formel sicher richtiger als (6). Streichen wir in (8) den
dusserst geringfiigigen Beitrag der Innenelektronen ganz, dann haben
wir wieder den Typus der Kirkwood schen Formel, nur mit dem
Unterschied, dass NV die geinderte Bedeutung hat und dass dafiir die
dusserst geringen Beitriige der Innenelektronen in den Summen
fehlen.

Allerdings bedarf der Einfluss des P auli-Prinzips auf die Resul-
tate zunidchst noch einiger Bemerkungen.
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“Diese lassen sich am einfachsten an die iibliche Storungsrechnung
zweiter Naherung anschliessen. -Dabei werden wir auch die Verbin-
dungslinie dieser iiblichen Form der- Storungsrechnung zu unserem
nach der Variationsmethode gewonnenen Resultat zieher.

Bekanntlich bekommt man hier fiir a:

T, on.:[g :
a0 = 22‘5—{_ - (9a)
1
Zieht man fiir alle -E—I—E einen gemeinsamen Mittelwert / vor die
I 2
Summe, dann resultiert:
2 2 . :
% :TEI | Zosf? = i (Z2)00- (9b)

Setzt man fiir / den Wert aus (2), dann kommt man zur Kirk w 0 o d-
schen Formel,

Wir betrachten zunichst (Z2),, ndher. Wir nehmen als antisymme-
trisierte Grundfunktion des gesamten Atoms oder Molekiils an:

§ =285 P &= 0,(1) 45 (2) 0s (3) ... (102)
r

Darin geht die Summe iiber alle NI Permutationsoperatoren P, die
die Reiheniolge der Argumente 1, 2,... u. s. w. in v dndern. 3,
ist 41 oder —1, je nachdem ob P eine gerade oder eine ungerade
Transposition bedeutet. ¢, ist die Eigenfunktion des Grundzustandes,
der 'in der Ausgangszuordnung dem ersten Elektron zugehort, entspre-
chend - die anderen Funktionen. Alle vorkommenden Eigenfunktionen
sollen von Orts- und Spinkoordinaten abhiingen. Wir setzen sie alle
als orthogonal aufeinander voraus,

Es gilt fiir ein beliebiges Matrixelement von einem in simtlichen
Koordinaten symmetrischen Operator L:

J¥Lbds = 3pg [PYLQYE: = NI 3,1, [P Qds =

§ 23] P
= NI1¥d, [V*LPYd~
oder nach Normierung Loozzapﬁ}t*},ﬂ;d:. (10b)
P

Hiernach wird-

(2200 = b5 [0 (1¥os(@). . (2125 . .. PPY(Die(2).- . . .
P
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Wegen der -Orthogonalitit sind nur Integrale mlt P=1 und Py
(Transposition) von Null verschieden. Also:

(2%)=2 @Dy T 2;‘ (2:23)ik, in —§Z (2; 2 )i ki Sy
R itk =)

Darin bedeutet z. B.

2 )i, i = f‘“o: @ "f‘ok (k)zz Yoi (R) Yoy, () d LN :
= Y (D) 2 .{Jk("')d‘if\’ok (k) 2, 4, (R) dz, (11b).
= (2 2 = 1 @) - '

Ahnlich wird

CEDun= @i @ mit(2); = [¥ D28, O ds,.  (1lo)

Bedenken wir, dass (Zy)? wegen der Kugelsymmetrie des gan-
zen Gebildes verschwindet, dann haben wir ferner die Relation

Z [(z)5] + 2‘(2 )it @) = 0 (11dy
Hiermit wird aus (11a)
(Z2)y, = 2 Dy — ¢Z ()2 *-gkl(z;)m i (11e)
— Se— S E)a

(), ist natiirlich nur von Null verschieden, “wenn Y, und ¢,
gleichen Spin haben. Wir erhalten schliesslich die Polarisierbarkeit

3 =201 2y =21 [3 D~ B1Eal] a2

Hiernach scheint der Beitrag der inneren Elektronen wirklich an-
ndhernd prorortional dem Quadrat und nicht der vierten Potenz ihres
Bahnradius zu sein. Wir wollen aber jetzt eine bessere Naherung
ableiten, indem wir auf die Summe (9a) zuriickgreifen. Betrachten
wir ein Matrixelement:

(L)on = (Z 20a*

Da jedes Glied der Summe nur von einer Variablen, abha’mgt und
wir das Produkt :

=% (D @y G). ..
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‘aus orthogonalen Eigenfunktionen zusammensetzen, kommen Uber-
ginge unter gleichzeitiger Vertauschung von Elektronen nicht vor.
Wir brauchen uns deshalb hier um die Permutationsentartung, bzw.
Antisymmetrisierung unserer Funktionen garicht zu kiimmern. Wei-
terhin folgt, dass jedes Matrixelement (2),, sich auf ein Element

-(zg.)m.,h. reduziert, also die Summe (9a) in lauter Teilsummen zerfillt:

o= QZEHJ (fi_)ﬂf"iif (13)
1 EH_EL'H ' .

Das Pauli-Prinzip kommt hier nicht in der Antisymmetrisierung zum
Ausdruck, sondern nur noch darin, dass fiir jedes Elektron solche
Ubergiinge verboten werden, die zu Zustinden ¥, fiihren, welche
schon von einem Elektron mit gleichgerichtetem Spin  besetzt
sind.

Die Zulassung solcher Uberginge wiirde nimlich bedeuten, dass
in der deformierten Gesamteigenfunktion des Gebildes auch Zustinde
mit Doppelbesetzung derselben Eigenfunktion (einschliesslich  Spin)
beteiligt sind.

Es. fehlen also in jeder Teilsumme iiber i in (13) ausser den
Gliedern mit /i=oi alle Ubergangselemente zu schon besetzten
Zustinden. Um die Teilsummationen fiir jedes Elektron durchzufiihren,
fiigen wir die zur Vollstandigkeit fehlenden Glieder hinzu und sub-
trahieren sie wieder. Indem wir noch fiir jedes einzelne Elekiron den
zugehdrigen Mittelwert 1//;, von 1/(E,,— E,,) vor seine Summe ziehen
und aufsummieren, bekommen wir:

o= 2; 71‘—((2 ]Du . 2

Darin geht die zweite Summe iiber £=0 und iiber alle Eigenfunk-
tionen ¢, die schon von einem Elektron mit gleichem Spin besetzt
sind. Ziehen wir noch einen Mittelwert 1/7 aller 1//, vor die ganze
Summe, dann entsteht aus (14) wieder Gl. (12). Dieselben Pauli-
Prinzip-Glieder, die in (12) durch die Antisymmetrisierung hineinka-
men, sind hier auf die Ubergangsverbote fiir jedes einzelne Elektron
zuriickgefiithrt, Grob anschaulich konnen wir sagen, dass jedes Elek-
tron dadurch, dass es bei einer Deformation an die schon besetzten
‘Bahnen ,ansidsst in seiner Deformation behindert wird. Deshalb ist

G,

) (14)
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die Polarisierbarkeit stets kleiner als man sie unter Streichung dieser
P a uli-Prinzip-Glieder berechnet 9.

Gl. (14) ist aber nun viel genauer als Gl. (12), weil hier jedes
Elektron seine eigene /-Konstante bekommen hat, vollig analog
zur oben vorgenommenen Einfiihrung der individuellen Variationspa-
rameter k 10. Wir sehen aus (14), dass der Beitrag der Innenelektro-
nen viel kleinerist als proportional ihrem elektrischen Trigheitsmoment,
weil sie die Faktoren 1//; tragen, die von der Grossenordnung ihrer
Ionisierungsenergie sind. Das alles gilt schon unabhingig vom
Pauli-Prinzip, welches ebenfalls fiir eine Verkleinerung des Beitrages
jedes Elektrons zur Polarisation sorgt, wobei die Innenelektronen auch
prozentual stirker betroffen werden als die Aussenelektronen. Denn
die Ubergangsmatrixelemente von einer Innenschale zur Aussenschale
sind dieselben wie umgekehrt. Diesen neuen Effekt der Herabsetzung
des prozentualen Einflusses der Innenelektronen haben wir oben in
GI. (8) noch nicht beriicksichtigt.

Vinti 9 hat gezeigt, wie man von Gl (12) zur Kirk-
"woodschen Formel iibergehen kann, indem man den Mittelwert des
Reziproken von E,—E, durch das Reziproke des mit gleicken
Gewichtsfaktoren gebildeten Mittelwertes von Ey,—E, ersetzt:

E‘.Es— Ep) |Zy)|?
7

f—m— (15a)

E | Zo?

1

Hier ldsst sich die Summe ausfiihren (der Thomas-Kuhn-
Reiche sche Summensatz) und ergibt:

1.5

=2 @

(15b)

also den Kirkwood schen Wert, der zu Gl (3) fiihrt.

Gegen die Vintische Mittelwertschitzung ist dasselbe einzu-
wenden wie gegen die Kirkw oo dsche Parameterwahl im Variations-
problem; durch das Herausnehmen eines gemeinsamen Faktors fiir

® Vgl. J.P. Vinti, Phys. Rev, 41, 813 (1932).
10 Man kann auch in (14) die zu einer Schale gehorigen Elektronen mit
anndhernd gleichen /; zusammenfassen,
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alle Elektronen wird der Einfluss der Innenelektronen stark iiber-
schitzt. Greifen wir auf Gl. (14) zuriick, und benutzen die Vinti-
sche Schitzung fiir jedes einzelne /,— allerdings ohne uns bei der
Mittelwertsbildung (15a) um das Pauli-Prinzip zu kiimmern — dann
‘bekommen wir nach (15b)

1
fe= Tt (1a¢)
222y
und schliesslich statt (14):
| N
e 42(219)&' [(zig)i:‘"_z |(z;),‘5- rg] - (16}
i I

Dies ist bis auf die infolge des Pauli-Prinzips neu aufretende
Korrektion mit unserer aus dem Variationsansatz gewonnenen Formel
(8) identisch. (16) bestitigt also, dass der Beitrag der Innenelektronen
zur Polarisierbarkeit mit der vierten Potenz des Bahnradius klein
wird. Ausserdem aber erfahren die Innenelektronen durch das Pauli-
Prinzip eine prozentual stirkere Behinderung als die Aussenelekironen.
Aus allen diesen Griinden erscheint es gerechifertigt, den Beitrag der
Innenelektronen zur Polarisierbarkeit in erster Niherung ganz zu
streichen. Ihr Einfluss Zussert sich dann nur noch in den Ubergangs-
verboten fiir die Aussenelektronen, deren Deformation durch die Exi-
stenz der voll besetzten Innenschalen behindert wird.

Wir haben durch alle diese Uberlegungen das Recht gewornnen,
fiir Polarisationsiragen naherungsweise ein Atommodell zugrundezu-
legen, das nur aus Aussenelekironen besteht. Wir finden so den
Ubergang zu dem neuartigen Naherungsstandpunkt, der vom Verfas-
ser kiirzlich fiir die Theorie der chemischen Krifte vorgeschlagen
wurde '! und der darin besteht, den ganzen elekirostatischen sowohl
wie den durch das Pauli-Prinzip bedingten Einfluss der inneren
Elektronen auf die Aussenelektronen durch ein geeignetes Potential-
feld wiederzugeben, welches so beschaffen ist, dass die Aussenelektro-
nen in diesem Feld die absolut tiefsten Zustinde einnehmen. Mit
diesem Atommodell, das also die Behinderung der Aussenelektronen
durch den Rumpf erfasst und bei welchem alle fiir die wellenme-
chanische Behandlung iibrig bleibenden Elektronen annihernd gleiche

L H. Hellmann, Acta physicochimica U. R. S. S., 1, 913 (1934).
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. Bahnradien haben, konnen wir auch in alle Polarisationsprobleme
eingehen. Jetzt diirfen wir mit geniigender Anniherung die Kirk-
woodsche Variationsrechnung anwenden und bekommen alle seine
Resultate fiir « und auch fiir die Dispersionskrifte. Es gilt also die
Formel (1) mit [ aus (2), nur ist durch Berufung auf dieses kom-
binierte Niherungsverfahren auf’s neue gestiitzt, dass fiir NV die Zahl
der Aussenelektronen einzusetzen ist. Die Kirkwood sche Vermu-
tung, dass Abstossungskrifte fiir die Diskrepanzen bei Benutzung
seiner Formel verantwortlich zu machen sind, wird also nicht besti-
tigt, es ist vielmehr die Formel selbst zu beanstanden 2 und die
schon frither von Slater und Kirkwood 8 gegebene Formel
vorzuziehen.

Wir haben bisher nur bewiesen, dass fiir die Ausrechnung von
o der Einfluss der Innenschalen mit der vierten Potenz ihres Bahn-
radius klein wird und uns auf allgemeine Gesichtspunkte beruien, um
~die Ubertragung eines nur aus Aussenelektronen bestehenden Atom-
modells auch auf die Berechnung der Dispersionskrifte zu rechtferti-
gen. Es ist von Interesse, fiir die Giite der damit fiir e [GL(1)]
erreichten N#herung abschitzen zu konnen und eventuell dieselbe
noch zu korrigieren. Deshalb iibertragen jwir die konsequente Anwen-
dung des Variationsproblems jetzt unmittelbar auf die Berechnung
der Dispersionskriifte.

Es mdgen 2 verschiedene Atome in grossen Abstinden betrach-
tet werden. Wir zetlegen wieder beide Atome in Schalen und ver-
nachldssigen zunidchst Austauscherscheinungen zwischen denselben.

Die Summe der x-Koordinaten der Elektronen in der n-ten Schale
des ersten Atoms sei X, die entsprechende Summe iiber die m-te
Schale des zweiten Atom U,. Analoge Bedeutung haben Y,Z, und
V., W, fir die anderen Koordinaten-Richtungen. Wenn die Z-Koor-
dinate des ersten, bzw. die W-Koordinate des zweiten Atoms nach
innen positiv gezihlt wird, ist die Stdrungsenergie:

4= u'RS[EXnUmL Nr.v,.+2 Yz, W] (172)

T n,m 1,

12 Derselbe Einwand ist gegen die von Kirkwood gegebene Behand-
lung einiger polarer Molekiile zu erheben [Physik. Z., 33, 259 (1932)], bei der
auch nur ein Parameter fiir das gesamte Atom benutzt und von Formel (5¢)
Gebrauch gemacht wird. :
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Mit den Parametern ), Nom Mo, fiir die Storung der n-ten Schale
des ersten Atoms mit der m-ten Schale des zweiten Atoms, setzen
wir an:

U= l;’Rs[E lJINJXﬁU?II + El,llmyﬂ Vm + 2 2 k'Uitmz'ﬂuy'm ] (l?b]
n,m

n,m n,m

Gehen wir hiermit in (4d) ein und benutzen die Kugelsymmetrie der
einzelnen Schalen, also (X, )oo = (X, Y, )oo 1. 5. W. = 0, sowie (X 2=
= (Y,2)o0 = (22,0 11. 5. W., dann bekommen wir fiir 4 eine Summe von 3
gleich gebauten Anteilen, deren erster nur von den A, ZWeiter nur
von den A’ . dritter von den \",,. abhingt. Aus der Symmetrie
folgt sofort:

S e £

nm S o Y onm

und wir bekommen schliesslich nach (4d):

. : 3 4 :
A(- - lnm S )= o ﬁ’,’(‘ix}\nm[’u Tm Sl E"‘zmu(vn Tm + numl‘n))! (1 83)

n,m n.m

worin zur Abkiirzung gesetzt ist:

Ln, — (Xng)oﬂ
Tm e (Um?)ﬁﬁ'
Die Minimumsforderung liefert:
2T
A= o .
seer VHTHI—I_ :J"i’?iLﬂ (18b)
Damit wird die Energie (18b):
2 T2
e ld =s L (192)

-.__{‘_ :__,_._ o
R. n,m ‘I:I Tm + E‘Lanu

Die gesamte Wechselwirkung setzt sich also additiv aus den Disper-
sionswechselwirkungen von jeder Schale des ersten Atoms mit jeder
Schale des zweiten Atoms zusammen, so als ob die Schalen selbst-
stindige Atome wiren. Dies kommt einfach von der vorausgesetzten
Orthogonalitit und Kugelsymmetrie der Eigenfunktionen der einzelnen
Schalen. Wenn wir den Beitrag jeder Schale zur Polarisierbarkeit der
Atome oder Molekiile einfiihren, konnen wir (19a) auch als Summe
von Ausdriicken der Form Gl. (1) schreiben, worin jede Schale
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jedes Molekiils ihr eigenes « und / bzw. N [in Gl (2)] hat. Es
lautet dann: :

G 343 o o
T T o RS AT (19b)-

m %, B

Wir wollen aber zunichst (19b) noch etwas vereinfachen, indem wir
von der Kleinheit der elektrischen Trigheitsmomente L, und T,
fiir alle Innenschalen Gebrauch machen.

Bis zu Gliedern mit L,2 bzw. T,2 wird dann aus (19a)

12 LgﬂTeﬂ 1 L'?," | \' }gm
_‘ﬁ[m+T°ZT'T‘L°L_—" s

nF0 n m==0 £

([}

Der Index o kennzeichnet die Aussenschalen, die Summen gehen nur
noch iiber die Innenschalen.

(19c¢) lasst eine einfache anschauliche Deutung zu. Dazu zer-
legen wir die oben [GI. (8)] gefundene Polarisierbarkeit in 2 Sum-
manden:

! 1 " ! ]- : ]. 5
L) = F Ry 31:4—‘1-‘?»“;;1:42— Lz? (20a)-
Yo n+0"n
a’, ist der Beitrag der Aussenelektronen, o”; der— gegen a’, kleine —
Beitrag des Rumpfes zur Polarisierbarkeit.
Damit wird aus (19c¢)

st o - Y0 +3T,0,” + 3Lya," \.(20b),

2 /4 7
CI] + ’1_-3
Yo bl

Das erste, grosse Glied darin stellte die Dispersions-Wechselwirkung
der Alome dar, wenn diese nur aus Aussenelektronen bestehen wiirden.
Die beiden anderen Glieder bedeuten »Induktionseffekte“ zwischen dem
von den Aussenelektronen des einen Atoms gebildeten  Dipoi

( mittleres Quadrat des Dipolmomentes: }
= (XUQ)OO"!_(YUQ)OD -+ (Zog)no = 3(X2oo = 3L,

und dem polarisierbaren Rumpf des anderen Atoms. Die Formel —
p?a|RE fiir die iiber alle Lagen (hier auch alle Grossen) des Dipols
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gemittelte Wechselwirkung zwischen einem Dipol und einem polari-
sierbaren Molekiil ist auch klassisch bekannt. Dass man sie, wie GI.
~ (20Db) zeigt, hier anwenden darf, liegt an der relativ langsamen Feld-
dnderung bei der Bewegung der Aussenelektronen, der gegeniiber
die sehr fest gebundenen Rumpfelektronen des anderen Atoms nihe-
Tungsweise durch ihre statische Polarisierbarkeit gekennzeichnet werden
konnen. Zur Beriicksichtigung der Behinderung der Deformierbarkeit
infolge des Pauli-Prinzips, die in der Zwischenrechnung, welche zu
(20b) fiihrte, nicht beriicksichtigt wurde, kdnnen wir jetzt nachtrig-
lich auch bessere Werte als nach (8) fiir «/ und o eingesetzt den-
ken [z. B. nach Gl (16)]. Schliesslich kdnnen wir (20b) gleich fiir
beliebige Molekiile hinschreiben, wenn wir Ly und 7, noch in den
Polarisierbarkeiten «,” bzw. «,” ausdriicken.

o=V asy Lo= "V a7v (21a)

| ..' IE 1 3 o 112(

:
|

2
i
>
>
i

4"V ay'pg + 0"V ay, ) : (21D)

Wenn aiso fiir 2 Molekiile die Anzahl ihrer Aussenelektronen vo bzw.
Yo sowie die Aufteilung ihrer Polarisierbarkeiten o auf o’ und 27
bekannt ist, dann Iisst sich nach (21b) ihre Disrersionswechselwir-
kung genauer berechnen, als nach den bisher bekannten Gleichungen

(1), (2). Die Auiteilung der Polarisierbarkeit eines Molekiils oder
i Atoms auf Aussenelektronen und Rumpf wird man oft mit geniigen-

”t L‘ der Genauigkeit schitzen konnen, z. B. aus (8) und ‘dem von Sla-
i ter gegebenen Rezept I3 fiir die elekirischen Trigheitsmomente der
|

|

|

)

e s W ey 7

Atomschalen. Sonst muss man auf (19b) zuriickgreifen. (19b) zeigt
auch, dass sich die Dispersionswechselwirkung komplizierter Molekiile
ndherungsweise additiv aus den Beitrdgen der einzelnen Atompaare

zusammensetzt,
Wir schreiben (21b) der Ubersichtlichkeit halber noch um, indem

g

. wir = = einfiihren und uns auf die erste Potenz von £ beschrinken:
_1 3 aem Gh Clat B/ + 8L CatIE) \ \
=3 1,-'rl+ru,( I+ A ) (22)

13.J. C. Slater, Phys. Rev., 86, 57 (1930).
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] l/ﬂ N =~Zahl der Elektronen in der #usseren Schale.
@

Das zweite Glied in der Klammer gibt direkt die relative Kor-
rektion, die an der Slater-Kirkwoodschen Formel im nichsten
Niherungsschritt anzubringen ist. Sie ist so klein, dass sie oft zu
vernachldssigen sein diirfte neben den anderen Fehlern, die z. B.
durch Streichung der Quadrupelwechselwirkungen sowie die ungenii-
gende Kenntnis der anderen Nahkriifte entstehen.

Durch (22) haben wir aber die Formel (1), (2) mit nunmehr
genau definiertem N als erste Niherung eines systematischen Nihe-
rungsverfahrens nachgewiesen.

Als Beispiele seien fiir einige Atompaare aus gleichen Atomen die
Korrektionen angegeben, die unter Benutzung des Slater schen Rezep-
tes 18 fiir die 7, berechnet wurden. Fiir CI~ und Ar sind sie 0,6 bzw.
0,89%,, also verstindlicherweise verschwindend klein. Aber auch bei K
erreicht sie nur 2,8 %,. Fiir zwei Eisenatome erhght sich infolge der
locker gebundenen Unterschale die Wechselwirkungsenergie um 209/,
Dies entspricht nahezu einer Zahl N = 3 (statt urspriinglich 2) in der
unkorrigierten Formel (1) und (2).

Dagegen ist der Unterschied unserer Formeln (20) — (22), die
bei einfachen Molekiilen nahezu mit der Slater-Kirkwo od schen
Formel zusammenfallen, gegen die Londonsche Schitzung sehr
bedeutend. Bei Argon z. B. bekommt man eine um fast 509/, grossere
Wechselwirkungsenergie als London. Bei negativen Ionen wird der
Unterschied noch grosser, so erhilf man fiir CI~ einen I-Wert von
390 kcal,, wihrend die Elektronenaffinitit nur 87 kal. betrdgt. Im
Verhidltnis 390: 87 vergrossert sich damit auch die Dispersions-
wechselwirkung zwischen 2 Cl-Ionen 14,

In Anbetracht der nach London meist vernachlissigten Abstos-
sungskrifte, welche die Gleichgewichtsenergie leicht bis auf etwa die
Hilfte herabsetzen konnen, wird das / aus Gl. (2) bzw. Gl (22)

4 Vgl hierzu eine Schitzung von Neugebauer . Gombas
{Z. Physik,, 89, 480 (1934)] die das / bei CI~ ca. 8 mal so gross finden als
die Elektronenaffinitat. Ahnlich Gombas [Z. Physik, 92, 796 (1934)] bei
Br. Diese Schétzungen diirften allerdings zu hoch gegriffen sein weil eine analoge
Inkonsequenz begangen wird wie in der Kirkwoo d schen Schitzung. Auch
Neugebauer und Gombas iiberschitzen den Einfluss der Innenelek-
tronen und bekommen deshalb / aus o zu gross.

Acta physicochimica U. R. §. S, Vol. II, No 3. 2




290 H. Hellmann

den experimentellen Daten besser gerecht als die L on d o n sche Schit-
zung.

Bei quantitativen Detailfragen, fiir welche die Genauigkeit der
allgemeinen Formel (1) bis (3) nicht ausreicht, diirfte unser Atom-
modell, das nur die Aussenelektronen im Grundzustand eines geeig-
neten Rumpffeldes enthilt 11, geeignet sein. Wie (20b) zeigt, diirfen
wir auch hier den Einfluss des Rumpfes in nichster ‘Ndherung durch
Beriicksichtigung seiner Polarisierbarkeit im Felde der Valenzelektro-
nen in Rechnung setzen.

Karpow-Institut fiir physikalische Chemie, Eingegangen am
Moskau. 5. April 1935,




